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GABARITO DAS QUESTOES DE MULTIPLA ESCOLHA
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CRITERIOS DE AVALIACAO PARA TODAS AS QUESTOES DISCURSIVAS
Clareza e propriedade no uso da linguagem

Coeréncia e coesao textual

Dominio dos contetidos, evidenciando a compreenséo dos temas objeto da prova

Dominio e precisdo no uso de conceitos
Coeréncia no desenvolvimento das ideias e capacidade argumentativa

Questao 1:

Valor (0,00 a 3,00)

Demonstre que se X e Y sao ambos conjuntos infinitos contéveis, entao X x Y

também é um conjunto infinito contavel.

Resposta Esperada:




Suponha que X e Y sao conjuntos infinitos contaveis. Entdao, por definicao, existem
bijecoes f : N — X e g : N — Y. Portanto, é possivel listar todos os elementos de X
em uma sequéncia infinita (f,),en = (f(1), f(2), f(3),...) de forma que os elementos
de X nao se repetem e cada um deles é eventualmente listado. O mesmo ocorre para
os elementos de Y na sequéncia infinita (gm)meny = (9(1),9(2),9(3),...). Logo os
elementos de X e Y podem ser escritos na forma de listas infinitas =1, 22, 23, ... €
Y1, Y2, Y3, ..., respectivamente.

Agora suponha o conjunto S = X x Y ¢ a fungdo h : N — S. Organize os clementos
de S como uma matriz cujos elementos a;; = (f(j), g(¢)) e defina ~ como uma funcao
que dispoe os elementos de S de acordo com a ordem mostrada na figura abaixo.
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Conforme apresentado na figura, nenhum elemento de S ocorre mais de uma vez na
sequéncia dada por h e cada elemento de S eventualmente ocorre nesta sequéncia.
Portanto /i € uma bijecao. Logo, por defini¢cao de conjuntos infinitos contaveis, X x Y
¢ um conjunto infinito contéavel.

Por fim, conclui-se que se X e Y sao conjuntos infinitos contaveis, entao X x Y
também é um conjunto infinito contavel.

Questao 2: Valor (0,00 a 3,00)

Considere a operacao ¢ sobre R definida por x ¢y = ax + by + cxy, onde a, b e c sao
ntimeros reais nao nulos dados. Determine condi¢bes para a,b e ¢ de modo que (R, o)
possua estrutura de monoide. E possivel construir uma estrutura de grupo sobre R
considerando a operacgao ¢? Justifique sua resposta.



Resposta Esperada:

Para que (R, o) seja um monéide, deve satisfazer a associatividade e possuir elemento
neutro. Portanto, levando em consideragao estas propriedades, temos, para todo
z,Yy,2 € R, que:

(zoy)oz = (ax+by+czy)oz
a(az + by + cry) + bz + c(ax + by + cxy)=
= a?x + aby + acxy + bz + acrz + beyz + Axryz

Por outro lado,

zo(yeoz) = =zol(ay+bz+ cyz)

az + b(ay + bz + cyz) + cz(ay + bz + cyz)
ax + aby + b2z + beyz + acxy + bexz + cCayz
= ax + aby + acxy + b*2 + bexz + beyz + Cayz

Logo, comparando as duas identidades, concluimos que a? = a, b*> = b e ac = be

(ou seja, a = b), implicando que a = b =0 ou a = b = 1 ¢ ¢ arbitrario. Como, por
hipotese, a e b sao nao nulos, vale a segunda opcao.
Além disso, deve existir ¢ € R tal que ecr = 2. Assim, eox = ae + bx + cex = x

e portanto, ae = 0 e b+ ce = 1. Como a = b = 1 temos que ¢ = 0 e ¢ continua
arbitrario.

Para que (R, o) seja um grupo, precisaria garantir também a existéncia de elemento
—x

simétrico. Logo, x o2’ = 2+ 2/ + cxa’ = e = 0 e dai, 2/ = , 0 que existiria

B 1+ex
somente para os casos em que cx # —1, o que nao pode ser garantido dada a arbitra-

riedade do ». Concluimos entdo que, para a = b = 1 e ¢ arbitréario, (R, ¢) ndo possui
estrutura de grupo.

Questao 3: Valor (0,00 a 4,00)

Seja a aplicacao T : R? — R? definida por T'(x,y,2) = (v +2y— 2,y + 22,2+ 3y +2).
a)(2,0 pts) Demonstre que T' é uma transformacgao linear.
b)(1,0 pt) Encontre o nucleo de 7" ¢ a dimensao do nucleo de 7.

b)(1,0 pt) Determine uma base para o conjunto imagem de 7.

Resposta Esperada:



a) Sejam u = (x1,y1, 21), v = (22,92, 22) e a ER.

T(u+v) = T((x1,91,21) + (22,2, 22))
= T(x1+22,y1 +¥y2,21 + 22)

= ((z1+22) +2(0n +y2) — (21 + 22), (1 + y2) + 2(21 + 22), (21 + 22) + 3(y1 +12) +
(21 + 22))
= (21 +2y1 — 21,41 + 221,71 + 31 +21) + (T2 + 2y2 — 23, Y2 + 229, 72 + 3y2 + 22)
= T(u)+T().
T(aw) = T(ax,oyr,az)

= (az1+ a2y — az,ay1 + a2zxn, ez + a3y + o)
= Q-(Tz+2y1*21.y1+221,$1+3y1+21)
= Bl

b) Por definicdo, N(T) = {(z,y,z) € R3 : T(z,y,z) = (0,0,0)}, entdo
(z+4+2y—z,y+2z,2+3y+2) =(0,0,0) ou

z+2y—2=10
Y+ 2* =0
r+3y+2=0
A solugéo do sistema B a=hEey= . Logo N(T) = {(52,-22,2) e R} : z €
R} = {z(5, )ER?: 2z € R} Portanto _\ (1) = [(5,—2,1)] edimN(T) = 1.

c) Por definicao, Im(T) = {(a,b,c) € R®: T(x,y,2) = (a,b,c)}, entao
(2+2y—2,y+ 22,2+ 3y + 2) =(a,b,¢c) ou

z+2y—z=a
42z =0
z+3dyt+z=c

O sistema s6 admite solucdo se a + b — ¢ = 0. Logo, Im(T) = {(a,b,c) € R3 :
a+b—c¢ = 0}. Como a equagio a + b — ¢ = 0 possui duas variaveis livres (por
exemplo ¢ = a+b), entao dimIm(T) = 2. Portanto, um exemplo de base da imagem
de 1" é o conjunto {(1,0,1),(1,1,2)}, pois os vetores sdo geradores e LI.
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