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Questoes Discursivas

Questao 1: 2,0
Questao 2: 2,0
Questao 3: 2,0
Questao 4: 2,0
Questao 5: 2,0

Questao 1

Seja y; = By + Bi1x; + €; 0o modelo de regressao linear simples. Encontre os estimadores 30 e 31 pelo método
de minimos quadrados.

Resposta

(0,66 ponto para definir os erros e sua soma de quadrados) Vamos encontrar os valores de fy e 1 que
minimizam a soma dos erros, dados por

ei=v — (Bo+ fizs), i=1,---,n

Obtemos entao a soma dos quadrados dos erros:

SQ(Bo, Br) = Y &7
i=1
= {yi — (Bo + Brzi)}?
1=1

(0,67 ponto para determinar que os estimadores sdo encontrados a partir da minimizagao de SQ) A solugao
de minimos quadrados é a escolha de 3y e 81 que torna esta soma minima. O problema se resume, entao, a
encontrar o minimo de uma fungdo de duas varidveis Sy e §1. Derivando SQ(fp, 51) em relagdo a Sy e 51 e

igualando a zero, observamos que as solugoes [y e §1 devem satisfazer

nfo +B1Z$i = Zyz
i=1

i=1

n n n

N N )

Bo E x; + b1 E x; = E TiYi
im1 i1 i=1
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(0,67 ponto para encontrar os estimadores e mostrar que sao pontos de minimo) Dessa forma,

Bo =Yy — T
~ YN Ty — nTY

b= S a2 —nz?
em que
1 n
= — X;
i
1 n
Y= ﬁ Yi
i=1
Questao 2
Seja X1, Xs, -+, X,, uma amostra i.i.d. tal que X; ~ Exponencial()). Se f(z) = % #i/A x; > 0, encontre o

estimador de méaxima verossimilhanca de .
Resposta
(0,5 pela definicio da fungdo de verossimilhanga) A fungao de verossimilhanca L(A|x) é dada por

L(\x) = ﬁ% —zi/A

>/\)—‘

(0,5 pela definicao da fungdo de log-verossimilhanga) Assim, a log-verossimilhanca é dada por
In L(A|z) = <H

—zL/A>

Z —xz;/A) — nln(N).

i=1
(0,5 pela diferenciagio em relagio a ) Diferenciando com respeito a A e igualando a zero, temos
n

ahlL A|$ Z le/A2

=1

n
20
A

(0,5 pela conclusao, explicitando a férmula de X e mostrando que € um ponto de mdxrimo) Portanto,

= X, = X.

M=

1
n

Il
-

3

Tomando a segunda derivada de L(A|z), é possivel mostrar que X é um ponto de méaximo dessa fungao.

A

TR A m

[\
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Questao 3
Sejam A e B eventos em um espago amostral . Mostre que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Resposta

(0,66 por reescrever AU B) Podemos escrever AUB = AU (B — A). Além disso, temos que AN (B — A) = 0.
Portanto,

P(AUB) = P(A) + P(B — A). (1)

(0,67 por reescrever B) Também temos que B = (B — A)U (AN B) com (B—A)N(ANB) =0. Assim,

P(B) = P(B - A) + P(ANB) 2)

(0,67 ao combinar (1) e (2)) Combinando (1) e (2), temos que

P(AUB)=P(A)+ P(B—A)
= P(A)+ P(B) — P(AN B).

Questao 4

Qual ou quais eventos em um espago amostral {2 sdo independentes de si mesmos? Justifique rigorosamente a
resposta.

Resposta

(0,5 ponto) Apresentar a definigdo de eventos independentes:

Sejam A e B eventos do espago amostral €2, os eventos A e B sdo independentes se P(AN B) = P(A) - P(B).
(0,5 ponto para a identificacio de cada um dos dois eventos e 0,5 para a justificativa)

Identificar os eventos que sao independentes de si mesmos

Seja A um evento qualquer do espago amostral €2, para que o evento A seja independente dele mesmo, a
seguinte condi¢do deve ser satisfeita: P(AN A) = P(A) - P(A)

P(A) = P(A) - P(A)

Como P(A) estd no intervalo [0, 1], os tinicos niimeros que sdo iguais ao seu quadrado sdo 0 e 1. Assim, os
eventos com probabilidade zero ou um sdo os eventos que sdo independentes de si mesmos.

Questao 5
Considere uma amostra aleatéria (X1,...,X,) de (X;]0) ~ Unif(0,0),i=1,...,n, e 6 desconhecido.

i. Qual a distribuigao exata de X,y = maz{X1,..., X, }7
ii. Mostre que X(,) ¢ um estimador consistente de 6.
iii. Encontre um estimador de 6 pelo método dos momentos.
iv. O estimador de # obtido pelo método dos momentos é consistente? Justifique.

Resposta
i) (0,33 ponto) Considere Y = X(,,). Para 6 > 0, a f.d.a. de Y'|# é dada por:

A

3 VA&%m
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n O7 Yy <0
Fy (yl0) = P[Y < yl0] = Pmax {X1,...,X,} <ylo] = [[P[X: <yl6] = &
i=1 1, y>0

Logo, a densidade de Y6 é dada por:

ny

d
fy (yl0) = @FY(y|9) = 71(079)(1/)

ii) (0,67 ponto) Estudaremos a consisténcia analisando o comportamento assintético de E[Y|0] e Var[Y']¢],
uma vez que a convergéncia em média quadratica implica na convergéncia em probabilidade. A
esperanga, a média quadrética e a variancia de Y'|f sdo respectivamente dadas por:

0o 6
n n 1 n
EY = . = — m = -yl ol .
[Y'|6] /_Ooy fy (yl0)dy o J, y'dy n+1l on Y o n+l1 o
oo n 6 n 1 o n
Ey?| 6] = 2. 9d=7/ gy = oyt = 0
v ie = [ s =g [ty = | =
e
n n ? n n ’
_ 2 _ 2: 2 _ . = _ - 6?
Var[Y|6] = E [Y? | 6] — {E[Y[6]} a2 ? {n+1 9} {n+2 <n+1) } b
Como

lim E[Y]|0]=6 e lim Var[Y]6] =0

n—0o0 n—oo

concluimos que Y = X(,,y é um estimador consistente de 6.

Alternativamente, recorde-se que a convergéncia em distribui¢do para uma constante implica na convergéncia
em probabilidade para a mesma constante. Assim, outra maneira de demonstrar que Y = X(,,) é um estimador
consistente de 8 é notando o seguinte:

0<y<f=0<?<1= lim (9) -0

0 n—oo \ 0
Consequentemente,
. ] 0, y<9o . . .
nh_)n;OFy(yW)—{ 1 y>0 = nh_{r;oP[Y—9|9]—1

(0,33 ponto) iii) O estimador de 6 dado pelo método dos momentos é dado pela solugao

=X =

w\co>

3\1\3

AR

(0,67 ponto) iv) Estudaremos a consisténcia novamente com base no comportamento assintético de E[0 | 8]e
Var[é' | 6]. Note que ndio é necessario conhecer a densidade de 6 | 6 para obter ambas as estatisticas, pois
6 = 2X é uma combinacgao linear de n v.a’s condicionalmente i.i.d. dado 6. Aplicando propriedades de /@/

eS[)eranga € Varlancla C()ndlCI()naIS, tem-se.
~
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2 0
E == E[X; e A
(6] 6] ; (Xl 0] = —~-n-5 =0
e
A 4 & 4 92 02
Var[9|9}—ﬁ;\/ar[xi|9]_ﬁ.n.ﬁ_%
Como

lim B[ |0]=60 e lim Var[d|0] =0

n—oo n—oo

concluimos que § = 2X é um estimador consistente de 6.

Alternativamente, observando-se que 8 é um estimador centrado em 6 (i.e., B[0 | 6] = 0), podemos verificar a
consisténcia ou convergéncia em probabilidade para 6 por meio da desigualdade de Bienaymé-Chebyshev. De
antemao, note o seguinte:

E [{5—9}2 | 9} =E [{é—E[é 10]}2 | 9] = Var[d | 0]

Entao, para € > 0, tem-se:

B [{6-6) 9] _vadle) _ >

P[|970|26‘0]:P[{070}2262|0}S €2 €2 ~ 3ne?
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