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Questdo 1 (3,50 pontos)

Considere o eixo circular de raio R e comprimento L mostrado na Fig. 1. Uma das extremidades
desse eixo esta fixa em uma parede e a outra extremidade é submetida a um momento externo de
magnitude M. Assuma que o eixo € homogéneo, elastico linear e isotrépico.

— Parede fixa

M e3

Figura 1. Eixo de raio R e comprimento L submetido a um momento externo de magnitude M. Os eixos de
referéncia séo definidos pelos vetores fixos, unitarios e ortonormais {e;}.

A) Sob as hip6teses de Saint-Venant de que (i) as deformagdes sédo “pequenas”, (ii) secdes

transversais permanecem circulares e (iii) secOes planas para qualquer x; constante
permanecem planas, o campo de deslocamento do eixo pode ser descrito por

u = a(—xyx3e; + x1x3€5), (1)

onde a > 0 € uma constante. Determine o tensor deformacéo € associado. (0,25 ponto)
B) Se o material satisfaz a relagdo constitutiva
o = A(tre)l + 2ue, (2)

onde A e u sdo as constantes de Lamé, determine os componentes do tensor de tensdes de
Cauchy. (0,10 ponto)

C) Utilize os resultados anteriores para argumentar que, se 0 eixo esta em equilibrio sem acédo de
forcas de corpo, entdo o momento externo satisfaz

M = paj, (3)

onde J € o momento polar de area da sec¢éo transversal. (0,50 ponto)




D) Agora, considere o caso estatico onde o eixo é esbelto, conforme mostra a Fig. 2. E sabido que
a deformacdo torcional do eixo é aproximadamente descrita pela equacéo diferencial

d?6
dz?

J6—=0, (0<z<L) (4)

onde G € o médulo de elasticidade transversal e a coordenada z = x;. Resolva esta equacéo
para as condi¢c8es de contorno apropriadas e determine:

e O comprimento que o eixo deve ter para que M torca a extremidade z = L uma volta
inteira. (0,75 ponto)

e A distribuicdo de tensdo para a secao transversal em z = L/2. Indique o valor da tensé&o
méaxima. (0,25 ponto)

L

Figura 2. Eixo fixo em z = 0 e sujeito ao momento torcional externo M em z = L.

E) Agora, considere o caso dindmico onde o eixo esbelto é conectado a um disco de momento
polar de inércia I;, conforme mostra a Fig. 3. O modelo classico para a vibragao torcional desse
eixo diz que

26 220
]Gﬁzloﬁ, (0<Z<L) (4)

onde I, € o momento polar de inércia do eixo uniforme. Determine a equacédo caracteristica (ou
equacdo de frequéncia) associada e indique como é possivel resolvé-la. Na sua solugéo,
assuma que [,L/I; = 1. (1,65 ponto)
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Figura 3. Eixo fixo em z =0 e conectado a um disco em z = L.
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Questéo 2 (3,00 pontos)

Para as representacfes de estruturas a seguir, responda aos seguintes itens.

A) Supondo pequenas deformacfes e pequenos deslocamentos, a estrutura representada na Fig.
4 é feita de um unico material com médulo de Young E. As secbes AB e CD possuem
comprimento L e momento de inércia | em relagdo ao seu centroide. No ponto A, a condicao de
engaste é imposta a estrutura e, no ponto D, uma carga P é aplicada. Considere o segmento
BC rigido, adote o modelo de flexdo de Euler-Bernoulli, descrito na Eqg. (5) e determine o

deslocamento transversal do ponto D. (0,75 ponto)
A

NN
o

P
| L

Figura 4. Estrutura em flexdo engastada no ponto A e carregada com for¢ga P na extremidade D

q(x) (5)

d? (. A0\ _dM) _ () _
dx2\""" dx?2 ) dx? = dx

Sendo x a coordenada local longitudinal na viga, v(x) o deslocamento transversal, Mz(x) o
momento fletor, Vy(x) o esforco cortante e g(x) a fungdo carregamento.

B) Para a representacao da viga engastada-livre de comprimento L, mostrada na Fig. 5, uma forga
P é aplicada em sua extremidade livre e ainda um momento M o qual restringe a rotacédo neste
ponto, ou seja, a inclinacdo da curva de deflexdo € zero em ambas as extremidades da viga. A
extremidade livre deflete verticalmente uma distancia 6. Adote o modelo de flexdo de Euler-
Bernoulli, descrito na Eqg. (5) e determine uma expressao para & se esta viga é feita de um
material cujo médulo de Young é E, com uma secdao transversal simétrica e momento de Inércia
| em relacdo ao seu centroide. (0,75 ponto)

P
linha eIéslicaL_ J y

R J

Figura 5. Viga engastada-livre com aplicacdo da For¢ca P e Momento M em sua extremidade livre

C) Seja a estrutura representada na Fig. 6. Esta estrutura estad sob a condicdo estaticamente
indeterminada ou ndo? Comente sua resposta. (0,25 ponto)

—— -

Figura 6. Viga articulada com suas condi¢fes de apoio e carregamentos




D) Para a mesma representacdo estrutural da Fig. 6, determine as reacdes de apoio nos pontos A
e D, adotando-se, caso necessario, 0 mesmo material e mesma geometria para ambas secdes
AB e BD, cujo mdédulo de Young é E, secédo transversal simétrica e momento de Inércia | em
relacdo ao seu centroide. (0,25 ponto)

A partir da teoria de falhas para carregamentos estaticos. O fator de segurancga estrutural pode
ser obtido a partir das relag8es apresentadas na Eqgs. (6) e (7).

FS = Suit Teoria da Maxima Tens&o Normal ()
" Omax (Materiais Frageis)

FS — Sesc/2 Teoria da Maxima Tensdo Cisalhante @)
" Toax (Materiais Ducteis)

Sendo FS o fator de seguranca estrutural, g4 © Tmax SA0 0S valores da tensdo maxima normal
e tensdo maxima de cisalhamento da viga, respectivamente, S,;. € o limite de resisténcia a tragéo
do material fragil e S. . € o limite de escoamento do material ddctil.

A seguir, despreze o efeito do cisalhamento transversal sobre as se¢8es das vigas, considere
gue os materiais empregados possuem o mesmo médulo de Young E e a seguinte geometria
para a sua secdao transversal, Fig. 7:

Figura 7. Secéo transversal da Viga articulada
Nesse contexto, responda aos seguintes itens:

E) Determine o fator de seguranca global da estrutura representada na Fig. 6, supondo que a secéo
AB é feita de um material fragil e a secdo BD de um outro material considerado ductil. Adote
que Sgs = 0,85.5,;;- (0,50 ponto)

F) Determine o fator de seguranca global da estrutura representada na Fig. 6, supondo que a se¢éo
AB é feita de um material ductil e a se¢cdo BD de um outro material considerado fragil. Adote
gue Sgs. = 0,50.5,;;. (0,50 ponto)
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Questéo 3 (3,5 pontos)

Considerando a teoria da elasticidade linear no sistema cartesiano e um campo de deslocamento
ui suficientemente suave, responda aos seguintes itens.

A) Mostre que o tensor deformacgao infinitesimal €ij satisfaz

erikEst eij,k/ = O, (8)

em que €mnt € 0 simbolo de Levi-Civita. (1,00 ponto)

B) Sabe-se que na auséncia de forca de corpo, a equacao de balanco de quantidade de movimento
estacionaria é

Oij,i = 0/ (9)

em que gj; é o tensor tensdo de Cauchy, e que

0ij = Cijki ki, (10)

com

Cijki = A6ij611 + ubixbji + ubibj, (11)

onde A e y sdo as constantes de Lamé e os € o delta de Kronecker.

Assim, mostre que

(A+u)ujjituu;; =0, (12)

onde u; € o campo de deslocamento. (1,00 ponto)

C) Considerando a equacéo de balanco de quantidade de movimento estacionéaria (Eq. (9)) em uma
andlise bidimensional (plano x1-x2) e sendo y(x1,x2) a fungdo de tensdo de Airy, mostre que y
satisfaz a equac&o biharménica

(1,00 ponto)

V4P=0 (13)

D) Considerando as condi¢cGes apresentadas no item C), determine a funcéo f(x2) para a funcéo de
Airy

P(x1, Xx2)=sin(Ox1)f(x2), (14)

onde 6 é uma constante real. (0,50 ponto)
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