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CRITERIOS DE AVALIACAO PARA TODAS AS QUESTOES DISCURSIVAS
Clareza e propriedade no uso da linguagem
Coeréncia e coesdo textual
Dominio dos contelidos, evidenciando a compreenséo dos temas objeto da prova
Dominio e precisdo no uso de conceitos
Coeréncia no desenvolvimento das ideias e capacidade argumentativa

Questéo 1: Valor (0,00 a 4,00)

Considere um continuo deformavel com movimento descrito por

X, = aXy,
X2 = X:. (l]
x3 = BXa,

onde @, § sdo constantes reais e, para dado ponto material, X € a posi¢cdo na configuragdo de
referéncia e x & a posigao na configuracdo atual. Os subindices referem-se aos componentes no
sistema Cartesiano.

A) Determine o gradiente de deformacdo F do movimento descrito pela Eq. (1). (0,25)

B) Ha alguma restricdo as constantes «, 8 para que o movimento (1) seja fisicamente admissivel?
(0.25)

C) Por que a deformacdo experimentada por esse continuo € homogénea? Discorra sobre
deformacgdes homogéneas. (1,00)

D) Determine o tensor de Cauchy-Green a direita, relativo ao tensor de deformacg&o encontrado em
(A). Interprete fisicamente o significado desse tensor. (1,00)

E) Discorra sobre o teorema da decomposicdao polar. Determine os tensores relativos a
decomposigdo polar do movimento descrito pela Eqg. (1). {(1,00)

F) Suponha que o tensor de tensdes de Cauchy proposto para esse material seja

T =yl + 2uD + eW?, (2)

onde y,u, € sdo escalares reais constantes e D, W sdo as partes simétrica e antissimétrica do
gradiente de velocidades, respectivamente. Discuta se ha alguma restricdo a algum desses
coeficientes para gque essa relacao constitutiva seja valida. (0,50)

Respi



(a) Mota-se que

F=ue, @e +e;, &e;, +pe; @ ey (0,25]

(b) um glemento diferencial de volume satisfaz

dv = JdVF = det(Fldl".
£ necessario gue

7= 0.(0,20)
LOgD

J=af >0
Entdo, &, # > 0ou & 8 < 0. [(0,05)

(g} & deformagdo & homogénea porgque F @ independente de X (0,20). algumas caracteristicas de
deformagdes homogeénsas:

1-Plancs materiais deformam em planos; planocs materiais paralelos deformam em planes paralelos.
(0,20

2-Curvas materiais retas deformam em linhas retas; curvas materiais retas & paralelas deformam em
linhas paralelzs. [0,20)

3-superficie materizl esférica deforma numa elipscide. (0,20)

Um exemplo de deformagio homogenea: um movimento rigido, onde F & um tensor de rotagdo. (0,20)

(d] Este tznsor & dado por

C=FF=a‘e, De +e e, +5e @ e, (0,20

Fara interpretar fisicamente este tensor, deixe M, ser o vetor tangente unitario 3 curva material C; e M,
o wetor tangente unitaric & curva material C;, ambos na configuragio de referéncia, entso:

1- C fornece informagdes a respeito do comprimenta de M, na configuracdo deformada: uf = M, -
CM,. (o,a0)



2- € fornece informacdes a respeito do Sngulo entre &5 curvas materiais €; e €, na configuracdo
deformada: u,p; cos 8y, = M, - CM,. (0,40)

(e} © teorema da decomposicao polar diz que um tensor ndo singular F pode ser expresso de forma tnica
como

F= RU=YVR,
onde R & um tensor artogonal proprio {ou de rotacdo) e

Ui=g V:=B=FF
s30 tensores simétricos e positive-definidos. (0,40

Farz interpretar o significado desse teorema, considers uma curva material na configuragso de referéncia
com vetor tangente wnitdric M. Desta forma, & possivel interpretar que F stua pars, primeiramente,
“gsticar/comprimir” M por meio de U {com possivel rotacdo) seguida de rotagdo purs por meio de R.
(o,10]
Parz o problema em questiao,
U=V=|ale, @e +e; @e;+|5e; D e; (025
= 1 — [l 171
R=FU =—8 e, +e; e, +?e_,{3]a3.
Sea, =0,

B=9 &8 Te, He, +e;, Bey=L
Es=ea, < 0,

R=—e ®e te,@e, —eo; Bey=—(1—2e; & e} (025]

[f) o tenser T dews respeitar a invaridncia sob sobreposicio de movimentos rigidos:

T = QTQ",

onde ) & um tznsor de rotacEo. (0,25
Mzs

QTQ" = yI+2uD* + QW0 )* 2 I+ 2uD* + (W' )%,
LogD, & necassaric que € = 0 para essa relacio constitutiva ser valida (0,25).

Questao 2: Valor (0,00 a 3,50)

Seja um soélido elastico linear, cuja equacdo constitutiva é dada por
g=E:g¢ (1)

onde o = o;;€; & &; & 0 tensor de tensdo de Cauchy, E=E;;,,&; ® &; ® é, & e; & o tensor de Young
e € =¢,.8; ® e € o tensor deformacdo infinitesimal, em que {&,};_, designa os vetores da base
candnica. Considerando o seguinte problema em sua forma forte: determinar o campo de

deslocamento u € [H*(n)]%, 0 € B limitado, tal que
div(e) = 0,em 0
u=0em/l}; (2)
oii =t em [};
emque Ul =980, I;NIy=0,te [HL-’T{P_}]3 e 0 versor it € a normal externa ao dominio 1.
A) Determine a forma fraca do problema acima, descrito pela Eq. (2). (2,00)
B) Mostre que condigdes devem existir sobre o tensor de Young para que a existéncia e unicidade

de solucdo do problema em sua forma fraca sejam garantidas. (1,50)

Resposta Esperada:



(a) 5eiz 0 espaco V¥ = fv € [H'(N)]%:v = 0 em [}, }, neste sentido segus
f divieg} - vdl =0, wvvETV;
o

::rf O dl = 0,wwET;

¥]

1
:f ['71.'["1} : dﬂ—f gyv el =0vvel;
0 / e

::rf @ d&n—f oy v il = 0w v € Vi (L 00)
i e

= iy Bl i = Ir.‘_t_-u, dffl,ev el

= f L, piea g g pelfl :f fy d@l.wveEV;
N [
Deste modo 3 forma fraca do problema acima descrito pode ser apresentada da forma seguints:

determinar o campo de deslocamento u € V, tal que

Li}
f (E: 'E‘u]:‘deﬂ:f t-vdE, wv V. (1 00)
il iy

[b) © problema em suz forma fraca determinado no item (a) pode ser reescrito do seguinte modo:
determinar o campo de deslocamento u € V, tal que

Buv)=I(vl.wvvEFl,
=m gue

Blu,v)= f (E: Vu): Vv di};

Iiv) = f t-w i, (0, 50)
T

E de faxil verificacie que B (u, v) & uma forma bilinear e que [(v) & uma forma linear, e neste contexto

s2 E for tal que 3 ©,, £; constantes reais positivas com

j (E: Vv, )=V dﬂ| = Collw e 1wl v vy vz €T (0, 500
i1

U (E: 'E-‘v]:'.?‘rdﬂ| =ovEwvel
EH

tem-se garantida a coersividade & a continuidade do bilinear B & deste modo satisfazendo as hipoteses
do teorema de Lax-Milgram que garante os resultados de existéncia e unicidade de solugdo do problema
=m sua forma fraca. (0, 50)

Questao 3: Valor (0,00 a 2,50)




A figura a seguir mostra um elemento diferencial de uma corda tracionada, a qual tem densidade
linear dada por p(x). A tracdo que age na corda vale T(x, t). Ainda, n(x, t) e p(x, t) representam
forgas externas, por unidade de comprimento, aplicadas ao longo de x e z, respectivamente. O
campo w(x, t) representa o deslocamento transversal da corda;, enquanto o campo a(x, t)
corresponde ao angulo que a corda faz com a diregcdo x. Finalmente, s € uma coordenada
curvilinea, medida ao longo da corda deformada.

T(x+ Ax,t)
a(x + Ax, t)

plx, t)as

wix + Ax, 1) nx, t)As

w(x,t) a(xt) |

-

T(x,t)

x4+ Ax —

A) Estabeleca expressdes para dsf/dx, sen a(x, t) e cos a({x, t) em fungcdo do campo de
deslocamento transversal w(x, t). (0,50)

B) Deduza a equacao diferencial parcial que rege o movimento do sistema mecéanico em questao,
adotando formulacdo Newtoniana, a partir do elemento diferencial ilustrado acima. Tambem
obtenha uma equacéo diferencial que permita determinagdo de T(x, t), em funcdo dos esforgos
externos. Explicite todas as hipoteses consideradas ao longo de seu desenvolvimento. Expresse
suas respostas em termos de w(x, t), fazendo uso do obtido em (a). (1,00)

C) Considere agora uma corda de comprimento !/, que tem suas exiremidades fixas, conforme
mostrado a seguir. No meio de seu comprimenio, existe uma massa m, solidaria a corda
tracionada. Simplifique as equacgGes obtidas em (b) para representar a dindmica deste sistema,
considerando que dw(x,t)/dx<< 1 e que n(x, t) = 0. Em seu desenvolvimento, apresente uma
expressdo para p(x, t) que permita incorporar o efeito da massa m na equacdo do movimento
do sistema. (1,00)
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Resposta Esperada:



(a) Da geometria azsociada a0 elemento de cords tracionada, € possivel percaber ques:

Az* = fx® + [wix + Ax ) — wix, £)]° (xeorema de Pitdgoras)

(2" = g o [iretetiwtenl

Ay ax
que proporciona, gquando &x = O

PRSP
E:L‘IH[%]. (0,207 1)

ainda da geometria mostrads pars o elemento de corda tracionada no enunciado da questio, pode-se
obter:

V= i W AR =W X, r) dw{x g g 2]
an Ix[x' k= ﬂu?u A% i i ar 4 l:
_ N i AE f Dw{x e
cos afx, )= lim 7* = +1/ J1 + ], m.1s) 3]
onde fioi fieito uso do resultado mostrado em (1)
[b) somanda forgas nz direg2o x, e levando em conta que a corda tracionada ndo admite
deslocamientos 20 longo de tal direcSo, results qua:
-Tix, t) cos w(x, t) = nix, t)as + T{x + Ax, t) cos alx + Ax, ¢)= 0. (0,10)
Reorganizando os termos e dividindo por Ax, pode-se obter:
Tix + dx,t)cosa(x + Ax, ) — T(x, t) cosalx, ¢ Az
[ 1 [ 1 =Tixe) L j+m:x;t]E=D.
3 qual proporciona, quando Ax = 0:
g T(xt t t = 0,30 4]
—[T(x, t} cos alx, t)] = —nix ) — . (0,
—[T(x 1) cosa(x £)] = —n(x.1) — .(0,30)

Fode-se proceder de maneira semelhante para a direcdo =. Somando forgas 2o longo de tal direcdo,
obtém-se:

-T'[x, t) sen aix, t) + plx, t)as + Tx = Ax, t) sen ajx + Ax, T} = p(x)ds %, {o,10)
sendo = inércia do elemento diferencial de cords tracionada agorz relevante, em funcdo de seu
movimento a0 longo de 5. Ma equacso anterior, @ € [0, 1] & um parémetro arbitrario, no sentido que o
mesma nag afeta desenvolvimentos que seguem. Reorganizando termaos, dividinds por Ax e tomando o
limite quando &x = 0, resulta que:

pi) I _ 2 Iy, ) sen el 1] = plxt) 2 [0,30) is)




As Egs. (4] & (5) correspondsm &5 equacdes diferenciais que permitem obtengio de Tix, £} e wix, £,
respactivaments. No entanto, s masmas estdo axpressas em termos do comprimento de arco £ 2 do
dngulo wix, £}, 05 quais ndo 530 independenteas do campo de deslocamento wix, t). Usando as Eqgs. (1), (2)
2 [3), as equaches diferenciais mostradas em [4) e (5) podem ser reescritas conforme a s=guir

! T(x.t]l ——| =1+ [Z251", 10,20) 8}
! ull a [T]
dw{xe}
per =5 oo B 0 |-
f e 7

EWALEL T

— s
plx,1)[1+ [ 10.10)

() Assumindo qua @ix, £) seja pequeno, o qua & equivalents & Bwix,t)/8x< 1, as equacdes obtidas no
tern (o) podem ser simplificadas para:

BT(x,t) _ wixt) 8 Bwixt)]
—— = —n(x) pcx]T—E[rcx.z] — ]—pcx-r]- (0, 10)

Ainda, 32 nix, t]=0:

aT(x, t) 3 e 3 8w (x, 1) = 8*we(x, t) Ty
= = b= T - ) ' ;]
= (1) = pl¥) —gr— = T(t)—55— = plx 11 (0,10)
Farz levar em consideragdo 2 massa presents no meic do vEo da corda tracionzadz, pode-se adotar:
i 8w |:='-!r. t;l
Bixt) = d [x—zj —m——=—,(0,20)

onde & - ) represanta a fungdo delta de Cirac, & o termo entre colchetes corresponde 3 forge de inércia
produzida devido 20 movimento da massa m. (Sua aceleragio & igual 3quela da cords tracionadz no ponto
onde esta instalada.) Com isso, 3 equacdo diferencial parcial que rege o movimento da corda tracionada
em andlise fica dada por:

1
Biwint) _8wixe)  8w(t) I
= = &|x—=|=0 (0,50
e [P i [T [x 21' ':\ ) .
para x € [0, [], onde se considerou que p e T =3¢ constantes. Quanto 3s condicoes de contorno do

problema, s3o dadas por wig, t)= 02 wi(l, t) = 0. (0,10}

solugEo alternativa: a dingmica da corda tracionada com uma massz em ssu centro pode ser descrita par
urn conjunto de duas equacdes diferencisis parciais:



8wy (it} 8w (xg)

o T 0  xe [D.EJ. (0, 25)
8w, (%, 1) Tﬂzw [x, T} el

o - =0, c E —_-!]. 0,25

B Bx? z€13 )

complementadas pelas duas condigbes de contorne listadas acima &, ainda:

FL

% .-!I
wi = .tJ|=wg[i .r\J. (0,25}
o L &
&2 . |r£ b1 ﬁ: ) r£ \ &g . r_:' 3\ ﬂ‘ 3 ri 3\
- w3 .-TJ T u‘ltz .z}l “:L: -fJ v.,lt: it
—T Bl + 7 : =m et =m

; (0,25}
il
que representam compatibilidade de deslocaments & equilibric (dindrmico) da forgas em x = 1/2.
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